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1. INTRODUCERE

De-a lungul istoriei stiintei, s-a manifestat constant dorinta de a descrie cit mai obiectiv si adecvat
comportamentul fenomenelor macroscopice. Fiecare descoperire a reprezentat un pas inainte in
intelegerea realitatii fizice, iar convingerea cd s-a atins un punct final al cunoasterii a fost infirmata
de fiecare salt conceptual major. Desi in anumite epoci s-a crezut ca nu mai exista nimic de descoperit,
evolutia teoriilor, de la mecanica clasica la relativitate si mai departe, a demonstrat ca intelegerea
fenomenelor fizice este mereu perfectibild. Newton a formulat legile fundamentale ale miscarii si
gravitatiei, iar Einstein a extins cadrul conceptual prin teoria relativitatii, redefinind notiunile de
spatiu si timp, dar in acelasi timp, chiar si aceste teorii au limite. In domeniul cinematicii corpurilor
solid rigide, aceste idei se traduc prin necesitatea de a depasi nivelul clasic al vitezei si acceleratiei.
In trecut, calculul traiectoriilor se baza aproape exclusiv pe viteza unghiulara, iar precizia era limitata
de tolerantele mecanice ale componentelor. Astdzi, datorita progresului in fabricarea pieselor si in
controlul mecanic, eroarea generata de tolerantele fizice a devenit neglijabila, iar sursa principald de
imprecizie provine din planificarea traiectoriei. Pentru a obtine miscéri mai fluide si mai exacte, este
necesara utilizarea acceleratiilor de ordin superior, care permit o descriere mai fina a variatiei miscarii
in timp. Totusi, aceasta extindere nu este lipsitd de provocari. Calculul acceleratiilor de ordin superior
implicd o complexitate computationala ridicatd si un consum semnificativ de resurse hardware. In
multe cazuri, acest consum devine un obstacol Tn implementarea practica a algoritmilor de control
avansat. De aceea, se impune dezvoltarea unor instrumente matematice care sa permita calculul exact
al acestor acceleratii intr-un mod eficient, fird a suprasolicita sistemele de procesare. In acest sens,
metodele numerice pot oferi solutii aproximative intr-un timp redus, dar pentru aplicatii de Tnalta
precizie este necesar un cadru formal mai robust, bazat pe calcul tensorial si pe structuri algebrice
extinse. Un astfel de cadru este oferit de utilizarea structurilor multi-duale si hiper-multi-duale, care
permit reprezentarea simultana a pozitiei, vitezei, acceleratiei si a acceleratiilor de ordin superior intr-
un singur obiect matematic . Aceste structuri se bazeaza pe extinderea algebrei quaternionilor,
integrand componente nilpotente care codifica derivatele succesive ale miscdrii. Prin aceasta
abordare, se evita diferentierea repetata a pozitiei in raport cu timpul, iar cdmpurile de viteza si
acceleratie pot fi obtinute direct, intr-o forma inchisa si independenta de coordonate. Aceasta metoda
ofera nu doar o eficienta computationald sporita, ci si o claritate conceptuald, permitdnd o integrare
naturala in algoritmi de control si simulare. Prin urmare, evolutia roboticii $i a mecanicii corpurilor
solid rigide impune o reevaluare a metodelor de descriere a miscarii. Precizia actuald nu mai este
limitata de hardware, ci de capacitatea modelelor matematice de a surprinde nuantele dinamice ale
traiectoriei. Utilizarea acceleratiilor de ordin superior, insotitd de un formalism adecvat, reprezinta o
directie necesara si promitatoare. Teza de fatd se Inscrie In acest demers, propunand un cadru unitar,
coerent si extensibil pentru analiza cinematica de ordin superior, cu aplicatii directe in controlul
robotilor, in optimizarea traiectoriilor si in extinderea capacitatii de modelare a sistemelor multi-corp.

Cinematica corpurilor solid rigide constituie unul dintre domeniile fundamentale ale mecanicii
teoretice si aplicate, avand un rol esential in dezvoltarea roboticii moderne si in intelegerea miscarilor
complexe ale sistemelor multi-corp. Datoritd evolutiei continue din domeniul roboticii, se cauta in
permanenta noi solutii si metode de planificare a traiectoriei. Interesul pentru relatiile compacte si
explicite ale acceleratiilor de ordin superior provin din necesitatea unor metode avansate pentru
planificarea optima a traiectoriei, respectiv controlul robotilor si in general a sistemelor din mai multe
corpuri. Nu mai este suficientd descrierea pozitiilor si a rotatiilor elementare, pentru a obtine
performante ridicate si pentru a asigura stabilitatea si precizia miscarilor, este necesard o analiza
completd a campurilor de viteza, acceleratie si a acceleratiilor de ordin superior . Acestea permit o
planificare optima a traiectoriilor, prin cresterea preciziei [1] [2] [3] [4] [5] [6] [7] [8] [9] [10] [11]
[12] [13]. In literatura de specialitate, metodele consacrate pentru descrierea miscarilor rigide includ
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reprezentdrile prin matrici omogene, quaternionii Hamiltonieni si formalismul grupurilor Lie [14]
[15] [16] [17] [18] [19]. Aceste instrumente au demonstrat eficientd in descrierea rotatiilor si
translatiilor, dar diversitatea conventiilor si notatiilor utilizate a condus la o lipsa de coerenta si la
dificultati in compararea si integrarea rezultatelor. In plus, analiza cinematici de ordin superior a fost
abordata fragmentar, fard un cadru unitar care sa permita formularea relatiilor intr-o forma compacta
si generald. Aceasta situatie evidentiaza necesitatea unui formalism matematic coerent, capabil sa
unifice notatiile si sd ofere expresii independente de coordonate, valabile pentru orice ordin de
derivare [20] [21] [22] [23] [24] [25]. Lucrarea de fata raspunde acestei necesitati printr-un cadru
matematic riguros pentru descrierea miscarilor rigide si a acceleratiilor de ordin superior. Abordarea
se bazeaza pe integrarea conceptelor de analizd vectoriald, pe utilizarea structurilor duale si multi-
duale si pe extinderea formalismului quaternionilor [26] [27] [28] [29] [30] [31] [32]. Aceasta
combinatie de instrumente permite obtinerea simultand a campului vitezei, acceleratiei si a
acceleratiilor de ordin superior, fara a fi necesard diferentierea repetatd a pozitiei in raport cu timpul
[33]1[34][35][36] [37]. Rezultatele sunt formulate intr-o forma inchisa, independenta de coordonate,
si sunt valabile pentru orice camp a acceleratiilor de ordin superior. Un element central al cercetarii
il constituie quaternionii duali, multi-duali si hiper-multi-duali. Acestia oferd o modalitate eleganta
si puternica de a reprezenta rotatiile, translatiile si transformarile spatiale complexe. Spre deosebire
de metodele traditionale bazate pe matrici omogene, quaternionii hiper-multi-duali permit obtinerea
unor relatii compacte, care surprind simultan atét pozitia, ct si acceleratiile de ordin superior. Aceasta
proprietate este deosebit de valoroasd in analiza sistemelor de corpuri seriale, unde propagarea
migcarilor relative de la un corp la altul trebuie descrisa intr-un mod precis.

Capitolul 2 este dedicat studiului deplasarilor rigide in spatiul euclidian tridimensional. Sunt

analizate atat deplasarile sferice, cat si deplasarile generale. Sunt introduse notiunile fundamentale
legate de quaternionii Hamiltonieni, fiind descrise proprietatile lor esentiale si modul 1n care acestia
pot fi utilizati pentru reprezentarea rotatiilor in spatiul tridimensional. Se evidentiazd avantajele
oferite de quaternionii unitari in raport cu matricele de rotatie si se aratd cum acestia permit obtinerea
unor formulari compacte si elegante pentru transformarile spatiale. Se discuta in detaliu structura
algebrica a quaternionilor, regulile de compunere, proprietatile de norma si conjugat, precum si modul
in care aceste proprietdti se traduc in reprezentari geometrice ale rotatiilor. Reprezentarile matematice
sunt dezvoltate prin intermediul matricelor omogene, algebrelor duale si quaternionilor duali. Se
discutd parametrizarile minimale, precum unghiurile Davenport—Euler si vectorii Rodrigues, si se
evidentiazd modul in care aceste reprezentiri pot fi integrate intr-un cadru unitar. In plus, se arati
cum compunerea deplasdrilor rigide poate fi realizatd prin diverse formalizari, inclusiv prin utilizarea
tensorilor ortogonali duali si a quaternionilor duali. Se subliniaza importanta acestor reprezentari in
evitarea singularitatilor si In obtinerea unor formule compacte, care pot fi utilizate direct in algoritmi
de simulare s1 control.

In Capitolul 3 este abordati miscarea rigidd propriu-zisa, fiind formulate ecuatiile parametrice
si campurile vectoriale ale vitezelor si acceleratiilor. Se analizeaza proprietatile generale ale acestor
campuri, invariantii asociati si cazurile particulare de miscare. Accentul este pus pe modul in care
acceleratiile pot fi descrise prin intermediul tensorilor si pe identificarea polului acceleratiilor, cu
relevanta directd pentru analiza cinematica. Se aratd cum campul vitezelor si campul acceleratiilor
pot fi exprimate prin relatii compacte, care evidentiaza structura geometrica a miscarii. Se discuta
cazuri particulare, precum rotatia pura, translatia pura sau miscarile compuse, si se evidentiazd modul
in care aceste cazuri pot fi tratate in cadrul general al formalismului Lie.

Capitolul 4 dezvolta studiul acceleratiilor de ordin superior, utilizind formalismul grupurilor Lie
aplicat matricelor omogene, tensorilor duali, quaternionilor multi-duali si hiper-multi-duali. Se arata
cum aceste structuri permit obtinerea simultana a cAmpului vitezei, acceleratiei si a acceleratiilor de
ordin superior, fara a fi necesara diferentierea repetata a pozitiei in raport cu timpul. Rezultatele sunt



prezentate intr-o forma inchisd, independentd de coordonate, si sunt valabile pentru orice ordin de
derivare. Sunt evidentiate principalele avantajele oferite de aceste formulari in analiza cinematica de
ordin superior. Se subliniazd modul in care structurile multi-duale si hiper-multi-duale permit codarea
simultand a hiper-starii (pozitie, viteza, acceleratie, acceleratie de ordin superior pana la orice ordin
necesar) transformarilor rigide.

In Capitolul 5, analiza este extinsi la sisteme multi-corp seriale, prin formulari de tip Brockett.
Se arata modul 1n care acceleratiile de ordin superior se propagd de la un corp la altul in lanturile
cinematice, iar rezultatele sunt aplicate pentru descrierea miscarilor relative si pentru determinarea
acceleratiilor de ordin superior a rotatiilor spatiale ale corpului terminal. Se aratd cum formalismul
matematic poate fi utilizat pentru analiza sistemelor multi-corp, oferind un cadru general si riguros
pentru descrierea miscarilor complexe. Se discuta in detaliu modul in care derivatele de ordin superior
in raport cu timpul ale rotatiilor corpului terminal se obtin din derivatele miscarilor relative, pastrand
clara separatie intre cinematica interna si efectul acumulat.

Capitolul 6 prezinta aplicatii in cazul robotilor. Se evidentiaza relevanta practica a formalismului
dezvoltat, prin exemple care aratd cum relatiile matematice obtinute pot fi utilizate pentru planificarea
traiectoriei si pentru controlul miscarilor. Se subliniazd avantajele oferite de formularile compacte si
independente de coordonate in optimizarea algoritmilor de control si in cresterea preciziei miscarilor
robotice. Se discutd modul 1n care aceste rezultate pot fi integrate in algoritmi de planificare si control,
contribuind la dezvoltarea unor metode avansate de analiza si optimizare. Utilizand quaternioni HMD
putem obtine simultan cAmpul vitezei, acceleratiei si a oricarei acceleratii de ordin superior. Aceasta
se obtine fara necesitatea unei diferentieri suplimentare a pozitiei corpului in raport cu timpul.
Rezultatele sunt valabile pentru orice numar natural n > 1, sunt fard coordonate si intr-o forma
inchisa [12] [37] [11] [10] [35] [9].

Ultimul capitol sintetizeaza concluziile cercetarii si propune directii viitoare de dezvoltare. Se
evidentiazd contributiile principale ale tezei, constdnd in formularea unui cadru unitar pentru
descrierea miscarilor rigide si a acceleratiilor de ordin superior, precum si in demonstrarea
aplicabilitatii acestui cadru in robotica. Se sugereaza extinderea cercetarii cdtre noi domenii ale
mecanicii teoretice si catre dezvoltarea unor metode avansate.



2. STUDIUL DEPLASARILOR RIGIDE iN SPATIUL EUCLIDIAN
TRIDIMENSIONAL

2.1 Deplasari sferice

2.1.1 Definitie

O deplasare sferica este o miscare solid rigida a unui corp in spatiul euclidian tridimensional care
are loc in jurul uni punct fix. In aceasti situatie, traiectoriile tuturor punctelor corpului se afla pe sfere
concentrice cu centrul in punctul fix [38]. Conform teoremei lui Euler, orice deplasare sferica a unui
corp solid rigid poate fi descrisa ca o rotatie unica in jurul unei axe ce intersecteaza punctul fix, O.
Daca consideram un versor u ce defineste directia acestei axe si un unghi ¢ € [0, 2m) ce defineste
valoarea unghiulard a rotatiei, atunci pozitia initiald a punctului, data de vectorul de pozitie ry, se
transforma dupa rotatie intr-un nou vector de pozitie r, precum este reprezentat in Figura 2.1. [39]

Figura 2.1. Reprezentarea grafica a rotatiei fata de o axa ce trece prin punctul O.

Legatura dintre vectorul r si ry este datd de urmatoare relatie [38]:
r=(r,-wry+sinpuxry,—cosgpux (uxry) 2.1)
Dacd notam prin R tensorul:
R = u®u + sin ¢ T — cos ¢ U? (2.2)

in care U este tensorul antisimetric corespunzator lui u, iar expresia u®u reprezinta produsul tensorial
(diadic) dintre versorul u aplicat asupra lui insusi [39].
Relatia (2.1) poate fi scrisa si sub urmatoarea forma:

r=R-r, (2.3)
Tensorul R se numeste tensor de rotatie si are urmatoarele proprietati:

2.1.2 Reprezentarea deplasarilor sferice cu tensori ortogonali proprii
O metoda eficienta de reprezentare a deplasarilor sferice consta in utilizarea tensorilor ortogonali
proprii. Acesti tensori exprima transformari liniare care conserva distantele si unghiurile, fiind astfel
ideali pentru descrierea rotatiilor pure, farda deformari. Ortogonalitatea garanteaza pastrarea structurii
geometrice a corpului, iar caracterul propriu al tensorului reflectd existenta unor directii privilegiate,



asociate cu axele de rotatie ale sistemului analizat. Prin intermediul acestei abordari tensoriale, se
obtine o formulare matematica clara si concisa a miscarilor sferice.

2.1.3 Reprezentarea deplasarilor sferice cu quaternionii Hamiltonieni
in 1843 Hamilton a inventat numerele hiper-complexe de rang 4 pe care lea denumit quaternioni.
De o importantd deosebita este regula sa

i2=j2 =k =ijk=-1 (2.4)

pentru a trata operatiunile pe partea vectoriald a quaternionului.

Un set de quaternioni, impreund cu operatia de adunare si multiplicare formeaza un sistem
matematic denumit inel, adicd mai exact un inel necomutativ de divizare. Aceastd denumire
evidentiazd faptul ca produsul quaternionilor in general este necomutativ si cad existd o inversd a
operatiei de multiplicare pentru orice element diferit de zero din set.

Mai concis putem evidentia cd un set de quaternioni sub operatia de adunare si multiplicare
satisface toate proprietatile de adunare si multiplicare cu exceptia operatiei de comutativitate a
multiplicarii. [40]

In continuare se va defini un quaternion ca fiind suma

q=qo+9q=qo+iq; +jq, +Kqs (2.5)

In aceasta sumi g, este partea scalari a quaternionului, iar q este partea vectoriald a quaternionului.

Definit in acest mod se poate observa cd quaternionul reprezintd o structurd matematica
formata din suma unui scalar cu un vector, ceva ce nu este definit in algebra liniard obisnuita. In
continuare se va defini adunarea si multiplicarea quaternionilor.

2.1.4 Reprezentdri minimale pentru deplasdarile sferice
Dincolo de tensorul de rotatie, rotatiile finite ale unui corp solid rigid pot fi caracterizate si printr-
un numar de cantitdti capabile sa dezvaluie intr-un mod adecvat elementele constitutive ale unei
rotatii finite. Caracteristica comuna a acestor reprezentari este faptul ca parametrii respectivi sunt
determinati Tn mod unic de invariantii naturali ai tensorului de rotatie (vectorul unitar u si unghiul
@), fiind capabili sa determine in mod unic tensorul de rotatie.

2.1.4.1 Parametrizari unghiulare. Unghiuri Davenport-Euler

Grupul Lie SO3 descrie toate rotatiile posibile ale unui corp rigid in spatiu, iar parametrizarea
acestor rotatii prin unghiuri reale este esentiala pentru formularea algoritmica si geometricd a
miscarilor sferice. In aceasti sectiune se analizeazi parametrizarea rotatiilor prin secvente de rotatii
succesive, cunoscute sub denumirea de unghiuri Davenport—Euler, care ofera o reprezentare minima
si coordonatd a elementelor din SQOs;.

Orice rotatie din grupul ortogonal special SQ5 poate fi exprimata ca o succesiune de trei rotatii,
fie cu doud axe perpendiculare (secvente Euler) sau cu trei axe reciproc perpendiculare (secvente
Euler). Daca cele trei axe sunt reciproc perpendiculare, existd douasprezece secvente Euler posibile
[41].

Transformarea Cayley este o functie din algebra Lie s@3 in grupul Lie SO5:



cay: so; — SO,

~ —~— ~ 2.6
cayp = (I~ p) (I +) 26
Functia cayp (2.6) este intr-o forma inchisa:
p=——"{P*+p) + L 2.
cayp 1Jr”p”z(p +p)+ (2.7)
Daca p = 0, atunci cay0 = I. Daca p # 0, dupa cateva calcule algebrice, obtinem:
1- ||p||2> P’ ( 2|lpll ) p
cayp=1[1- + + L 2.8
P ( 1+ o2 Tel? *\T+ TIpI?) g 29
Pentru p = tan% U,a # km; k € Z, rezulta:
a
cay (tani ﬁ) = (1 — cosa)u? + sinati + I. (2.9)

Vectorul p = tan%u, numit vectorul Rodrigues-Gibbs, este parametrizat de functia Cayley (2.7) si

tensorul ortogonal propriu prin invariantii naturali a si u [8].

2.1.4.2 Transformari Cayley de ordin superior. Vectorul Rodrigues de ordin superior

In aceasta sectiune, vom generaliza transformarea Cayley definita pe algebra Lie S0 in grupul

Lie SO3; 1n sensul extinderii parametrizarii vectoriale a vectorului Rodrigues-Gibbs pentru rotatii.
Abordarea constructiva utilizeaza doar calcule algebrice elementare cu vectori si tensori euclidieni.

Definim transformarea Cayley de ordin superior prin:

cay,:V; = S04

cay,(p) = U —p) ™I +p)", n €N, (2.10)

unde P este un tensor Euclidian antisimetric corespunzator vectorului p.
2.2 Deplasari rigide generale

2.2.1 Definitie

Miscarea rigida generala reprezinta transformarea unui corp in spatiul euclidian tridimensional
SE; care conserva integral structura geometrica a acestuia. Ea se caracterizeaza prin faptul ca
distantele dintre puncte, unghiurile dintre segmente si orientarea relativd a elementelor corpului
raman invariabile pe parcursul deplasarii. Din punct de vedere teoretic, miscarea rigida generala
apartine clasei isometriilor proprii ale spatiului euclidian, fiind descrisa ca o compozitie de rotatie si
translatie.
Observatia 2.1. Pentru a reprezenta migcarea generalda a unui corp solid rigid, descriem pozitia si
orientarea unui reper mobil {R'} atasat corpului, in raport cu un reper fix {R} (precum in Figura
2.3). Fie ryg = vect 0Q € V3 vectorul pozitiei originii reperului {R'} fata de originea reperului {R},
si Rg € SQj3 orientarea reperului {R'} in raport cu reperul reperului {R}. O configuratie a sistemului

consta in perechea (rQ,RQ), iar spatiul de configuratie al sistemului este spatiul euclidian
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tridimensional SE5 (grupul euclidian special).

Figura 2.2. Reprezentarea grafica a deplasari rigide generale

2.2.2 Reprezentarea deplasarilor rigide cu matrici omogene
Pentru a reprezenta deplasarile rigide cu matrici omogene se va analiza transformarea
vectorilor prin intermediul transformarilor rigide. Sub forma matriciala un vector rp = vect OP € V;
poate fi scris sub urmatoarea forma [42].
Transformarea din ecuatia Error! Reference source not found. este o transformare afind. U
tilizand notatia anterioard, o putem reprezenta intr-o forma liniara scriind-o astfel:

r=[i=[y I e

Matricea 4 X 4 este denumita matrice omogena si poate fi scrisa precum

go = [RQ rQ] (2.12)
0 1
Utilizarea unei reprezentari omogene sau liniare creste dimensiunea marimilor de la 3 la 4.
Ultimul rand al matricei din ecuatia (2.12) este adesea considerat inutil sau suplimentar in
transformarile corpurilor rigide. In literatura de grafica, acest rand este uneori modificat pentru a
reprezenta dilatarea, contractia sau transformari de perspectiva, ceea ce se abate de la deplasarea
rigida.

2.2.3 Reprezentarea deplasarilor rigide prin algebre duale

In aceasta sectiune se vor prezenta numerele duale, vectorii duali si respectiv tensorii duali.
Reprezentarea deplasarilor rigide in spatiul tridimensional poate fi realizata eficient prin intermediul
algebrelor duale, care permit o formulare unificatd a rotatiei si translatiei. Aceastd abordare este
esentiala in teoria cinematicii corpurilor rigide, in special in cadrul miscarilor de rototranslatie, unde
rotatia si translatia sunt simultane si interdependente, [8], [13], [20] [43], [44], [45].

Numerele duale au fost introduse pentru prima data in secolul 1873 de catre W. K. Clifford. Ele
sunt expresii de forma a + be, unde a si b sunt numere reale, iar € este un simbol ce satisface conditia
2 =0.

Un set de numere duale este notat prin [39]
B={2=a+€ao|a;ao€R€2=0,€¢0} (2.13)

in care a = Re(g) este partea reald a lui a si ag = Du(g) este partea duald a lui a.
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Orice functie diferentiabila f:I1 c R — R, f = f(a)poate fi definita complet in I c R asa
in cat:

filc R R f(a) = f(a) +easf'(a) (2.14)

Prin urmare operatiile cu numerele duale se pot utiliza pentru aflarea valorii unei functii f(x)
calculand in acelasi timp si derivata acesteia f'(x).
Ansamblul de vectori duali este definit prin [12] [10]:

Vs;=Vs+eVs;={a=a+ceag|aa, € Re?=0,¢+ 0} (2.15)

in care a = Re(g) reprezintd partea reald a lui a, respectiv ag = Du(a) este partea duald a lui a.

O aplicatie R liniara a spatiului V 3 in spatiul V 5 se numeste tensor euclidian dual de ordinul doi:
T(Avy + A5¥2) = L T(v1) + 2,T(v2), Vi 4, € R, VY, ¥, € Vg (2.16)

Fie ]L(y 3,y3) un set de tensori duali, orice tensor dual T € L(y3,y3) poate fi descompus ca T =
T + €Ty, incare T, T, € L(V3,V3) sunt tensori euclidieni reali.

Teorema 2.1. Pentru orice tensor ortogonal dual R definit ca in relatia (2.258) un numar dual a =

a + &d si un vector unitar dual U = u + €Uy se pot calcula pentru a avea urmdtoarea ecuatie [12]:

R(a,u) =1+ (sina)i+ (1 — cosa)u? = exp(a, ) (2.17)

2.2.4 Reprezentiri minimale pentru deplasdrile rigide

2.2.4.1 Parametrizari unghiulare. Unghiuri duale Davenport-Euler
Isomorfismul dintre grupurile Lie SE; si SO3; permite rezolvarea problemei determindrii
decompozitiei unei deplasari rigide intr-o succesiune de trei deplasari rigide cu axe de rototranslatie
date. Fie o deplasare rigida reprezentata prin tensorul dual ortogonal R, pentru determinarea a trei
deplasari rigide R4, R,, R3 cu axe de rototranslatie cunoscute, descrise prin vectorii duali unitari uy,

u,, Uz, astfel incat [41]:
R,R,R; =R (2.18)
Problema se reduce la determinarea unghiurilor duale a4, a,, a3 astfel incat [41]:

31(21;21)52(22'22)53(23;23) = B(Q'E) (2.19)

2.2.4.2 Parametrizarea folosind quaternioni duali
Un set de quaternioni duali, notat Q = Q + €Q, unde Q reprezintd algebra necomutativa a

quaternionilor reali. Un element generic al quaternionilor duali este notat cu q [2].

q=4q+ £90,9,9, €Q (2.20)
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Daca se considerd adunarea si Inmultirea quaternionilor duali cu numere duale, multimea
quaternionilor duali Q este un modul liber R de rang 4.

Produsul a doi quaternioni duali q; = q; + €q1¢ $1 9, = q, + £q,, este definit prin [2]:

9192 = 9192 + £(41920 + 410492) (2.21)

Orice quaternion dual poate fi scris ca: ¢ = q + q. Produsul a doi quaternioni duali q; = q; + €q; si

q, = q, + £q; este dat de ecuatia:

9192 = 41" 929192+ 192 + 9291 + 91 X Q2 (2.22)

Partea scalara q, si partea vectoriala q, ale unui quaternion dual unitar sunt numite si parametri duali
Euler [2], [8], [13].

Teorema 2.2. Urmatoarea relatie unica este valida in cazul oricarui q € U:

1
q= (1 + szr) q (2.23)
under € V;siq € U.
3 a, respectiv u in asa fel incat
= cos > +usin> = exp (Su),vg € U 224
g=cos>+usin>-=exp|>u)vqgel (2.24)

2.2.4.3 Parametrizari vectoriale. Vectorul dual Rodrigues si vectorul dual Rodrigues
modificat.
Algebra Lie a tensorilor duali ortogonali SO3 este multimea tensorilor duali antisimetrici notatd cu

so; = {@& € L(V3,V3)|& = —&"}, unde interdependenta internd este (&, &,) = & a,.
O aplicatie intre algebra Lie so3 si grupul Lie SO3 o reprezintd transformarea Cayley de ordinul intai.

Teorema 2.3. Functia
cay( ): 505 - SO, cay(¥) = (I +9)(I-¥) (2.25)
este bine definita si surjectiva.

Observatia 2.2. Atunci cand |g| € R, obtinem ca cay(\_7) reprezinta o rotatie purad in jurul unei axe
ce nu trece obligatoriu prin originea reperului. Dar cand |g| € eR, functia reprezinta o translatie
purd. In cazul contrar, cay(g) reprezintd o deplasare de rototranslatie generala.

Transformarea Cayley este o functie dintr-o algebra Lie peste grupul propriu Lie. Considerand
specificatiile spatiului V 3 (multimea quaternionilor vectoriali), respectiv U, urmatoarea afirmatie este
adevarata [8], [13]:

Teorema 2.4. Functia Cayley: cay:V ; - U
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cay (v) = (1+v)(1-v)" (2.26)
este bine definita si surjectiva.

2.2.4.4 Transformari Cayley duale de ordin superior. Vectorul dual Rodrigues de
ordin superior
In aceastd sectiune se utilizeaza un set de transformiri Cayley ce ne vor permite determinarea
vectorului dual Rodrigues de ordin superior [8], [13].

Teorema 2.5. Functia Cayley de ordin fractionar cayn:V; — U
2

n n
cayn(v) = (1+v)?(1-v) 2,neN", (2.27)
2

este bine definita si surjectiva.

Observatia 2.3. Daca |g| € R, atunci Cayg(g) reprezinta o rotatie purd in jurul unei axe care nu
2
intersecteaza obligatoriu originea reperului. lar daca |g| € eR, functia Cayg(g) reprezintd o
2
translatie purd. In cazul contrar functia Cayg(g) reprezinta o deplasare de rototranslatie generala.
2

Considerand cd exista a si u in asa fel incat:

= g+ in= 2.28
q = cos3 +usinZ, (2.28)
rezulta ca
a+ 2km
v=tan=——u,k ={0,1,..,n—1}. (2.29)

2n

Ecuatia anterioara contine atat parametrizarea principala [8], [13].

a
=tan—u, 2.30
v = tan_-u (2:30)
care reprezinta vectorul dual Rodrigues de ordin superior.
Vectorii duali in cazul in care k = {1, ...,n — 1}:
a+ 2km
vV, = tan=————u 2.31
Ve = tan=———u (2.31)

care constituie parametrizarea proiectiilor, utilizabild pentru descrierea aceleiasi pozitii [8], [13].

2.3 Compunerea deplasari rigide generale
Compunerea deplasarilor rigide este un aspect fundamental in teoria miscarii corpurilor solid
rigide, intrucat permite determinarea efectului global al mai multor transformari succesive. In
contextul algebrelor si grupurilor Lie, compunerea este o operatie interna in grupul SE;, respectiv
SQO3 pentru rotatii pure.
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2.3.1 Compunerea deplasarilor sferice. Compunerea rotatiilor
Miscarea sferica a unui corp rigid este descrisa prin rotatii in spatiul tridimensional, apartinand
grupului Lie SO3. Aceste rotatii conserva distantele si unghiurile dintre puncte, fiind esentiale in
descrierea cinematicii corpurilor rigide [46].
Grupul special ortogonal tridimensional este definit prin:

SO, = {R € L(V,, V5): RRT = I, detR = 1} (2.32)

unde R este o matrice de rotatie.
Compunerea rotatiilor se face prin produsul matricial:

R = R2R1 (2.33)

unde R; si R, sunt rotatii succesive. Aceastd formulare este utilizata extensiv In robotica si mecanica
corpurilor rigide.

Orice rotatie poate fi exprimata prin exponentierea unei matrice antisimetrice i € S©3, unde u
este vectorul axei de rotatie, iar 8 este unghiul de rotatie:

R(u, 8) = exp(lif) (2.34)

unde {i este matricea antisimetrica corespunzatoare versorului u:
Pentru rotatii in jurul unei axe fixe, formula Rodrigues oferad o expresie explicita:

R=1+1{sinf + 0%(1 — cosH) (2.35)
Quaternionii permit compunerea rotatiilor prin produsul quaternionic:

q =929, (2.36)

unde ordinea este importanta, deoarece produsul quaternionic nu este comutativ. Aceasta metoda este
preferata in aplicatii precum simularea miscarilor sferice.

2.3.2 Compunerea deplasarilor rigide cu matrici omogene
Miscarea unui corp solid rigid in spatiul tridimensional implicd atat miscare de rotatie, cat si
miscare de translatie. Pentru a descrie complet o astfel de deplasare, se utilizeaza matrici omogene
care apartin grupului Lie SEj, format din transformari rigide [42]. Acestea permit compunerea
eleganta si eficientd a deplasdrilor succesive prin operatii matriciale.
Grupul special euclidian tridimensional este definit ca:

SE, = {[l; ﬂ IR € SO, 1 € vs} (2.37)

in care R este matricea de rotatie, r este vectorul de pozitie.
Fie doud transformari rigide succesive Ty, T, € SE3, compunerea lor se face prin produsul matricial:

T = T2T1 (2.38)

unde:
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R, r
Tl:[ol 1 (2.39)

1
_[Rz 1,
TZ—[O 1] (2.40)
Rezultatul este:
_[RzRy Ryr;+ 1,
T=| . ) ] (2.41)

Relatia (2.41) reflectd compunerea rotatiilor si translatiilor intr-un cadru unificat. Este utilizata
extensiv in modelarea lanturilor cinematice, manipulatoarelor robotice si sistemelor de referinta
mobile [42].

2.3.3 Compunerea deplasarilor rigide prin algebre duale. Tensori ortogonali duali si
quaternioni duali
Reprezentarea miscarilor rigide in spatiul tridimensional poate fi extinsa dincolo de matricele
omogene prin utilizarea algebrelor duale, care permit o formulare unificata a rotatiei si translatiei
[19]. Aceasta abordare este esentiald iTn modelarea cinematicii corpurilor rigide, in special in aplicatii
care implicd compunerea miscarilor infinitezimale sau analiza miscarii de rototranslatie.
Spatiul vectorial dual V5 este format din vectori duali:

E = ao + Eal, a, b € V3 (242)

unde a, reprezinta componenta reald (rotatie), iar a; componenta duala (translatie).
Un tensor ortogonal dual R este o extensie a unei matrice de rotatie R € SQ; in spatiul dual:

R =R+edR,a,b €V, (2.43)

unde d este matricea antisimetricd asociatd vectorului de translatie d. Acest tensor permite
compunerea simultand a rotatiei si translatiei intr-un cadru algebric unificat.
Un quaternion dual este definit ca:

q =qrt&qq,a,bEV; (2.44)

unde g este quaternionul real (rotatie), iar q4 este quaternionul dual (translatie). Expresia (2.44) este
echivalata cu (2.24).
Pentru o miscare rigidd, quaternionul dual unitar satisface:

qq =1 (2.45)

unde q* este conjugatul dual al quaternionului q. Aceasta formulare permite compunerea miscarilor

rigide prin produsul quaternionic dual:

9= ¢ (2.46)
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2.3.4 Compunerea deplasarilor rigide folosind vectorii duali Rodrigues
Reprezentarea miscdrilor rigide in spatiul tridimensional poate fi realizatd prin extinderea
formulei vectorului Rodrigues in spatiul dual, utilizand vectori duali Rodrigues. Aceasta abordare
permite descrierea simultana a rotatiei si translatiei intr-un cadru geometric unificat, fiind esentiald
in analiza cinematicii corpurilor rigide si in teoria de rototranslatie [3].
Formula Rodrigues clasicd exprima o rotatie in jurul unei axe data de vectorul unitar u € V5 cu
unghiul 0 prin:

R=1+sin6-u+ (1—cosh)-u? (2.47)
Extinderea acestei formule 1n spatiul dual presupune definirea unui vector dual Rodrigues:
u=u+ed (2.48)

unde: u este componenta reala (axa de rotatie), d este componenta duala (vectorul de translatie), iar
€ este unitatea duald cu proprietatea £ = 0
Formula extinsa pentru o transformare rigida exprimata prin vectorul dual Rodrigues este:

R=1I+sin6- U+ (1—cosh)- u? (2.49)

unde U este tensorul antisimetric dual asociat vectorului unitar dual w.
Aceasta formulare permite obtinerea simultana a rotatiei si translatiei Intr-o singura expresie,
fiind echivalenta cu exponentierea unei rotatii in spatiul ses, dar exprimata in termeni duali.
Vectorii duali Rodrigues sunt direct legati de teoria de rototranslatie, unde o miscare rigida
este descrisa ca o rotatie in jurul unei axe Insotita de o translatie de-a lungul acelei axe. Fie o axa de
rototranslatie definita prin u si o translatie d, miscarea se exprima prin [3]:

u=u+e(d-u)u (2.50)

Aceastd formulare este compatibild cu reprezentarea prin quaternioni duali si cu compunerea
infinitezimald a miscarilor rigide.

Compunerea miscdrilor rigide prin intermediul vectorilor Rodrigues duali se face asemandtor
produsului quaternionic dual (2.46) definit de (2.21)
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3. STUDIUL MISCARII RIGIDE iN SPATIUL EUCLIDIAN TRIDIMENSIONAL

Miscarea rigida constituie baza formala pentru descrierea cinematicii sistemelor de corpuri, fiind
indispensabild in analiza configuratiilor si traiectoriilor din robotici. In spatiul euclidian
tridimensional, aceasta se exprima prin transformari care conserva structura metricd. Prezentul capitol
fundamenteaza aceste transformadri, evidentiind proprietatile lor algebrice si geometrice, ca etapa
necesara pentru formularea acceleratiilor de ordin superior in miscarea sistemelor de corpuri.

3.1 Ecuatiile parametrice ale miscarii rigide

Pentru a obtine ecuatiile parametrice ale miscarii rigide, se va analiza un corp solid rigid ce se
misca in raport cu un sistem de referinta fix (reper fix) {R}. Considerand un alt sistem de referinta
(reper mobil) {R'} ce are originea in punctul Q, punct ce se misca impreuna cu corpul solid rigid [12].

Considerand cele enuntate anterior ecuatia parametricd vectoriala de miscare poate fi scrisa
sub urmatoarea forma [39] , [47]:

r=ry + RvectQP =1y + Rr’ 3.1

in care r reprezintd pozitia absoluta a unui punct generic P ce apartine corpului solid rigid fata de
sistemul de referintd fix {R}, ry = ry(t) este legea de miscare a punctului Q in spatiul vectorial
tridimensional real V¥, si R = R(t) este o functie tensoriali in spatiul ortogonal tridimensional SO%
careia 1i corespunde matricea de rotatie R. Vectorul r’ este constant si reprezinta vectorul de pozitia
relativa a oricarui punct P fata de sistemul de referinta {R'} [47].

Figura 3.1. Reprezentarea graficd a vectorilor de pozitie in cazul miscarii unui corp in dependentd
de ecuatia parametrica vectoriala.

Miscarea corpului solid rigid in raport cu sistemul de referintd ales este datd de doud functii
dependente de timp [47]:

{rQ =r1y(t) €V, (32)

R = R(t) € SO,

numite ecuatiile parametrice ale miscarii corpului solid rigid. Functiile din ecuatia (3.2) sunt
considerate a fi de doud ori derivabile in raport cu variabila t.
Vom nota in continuare prin v, viteza absoluta si prin a, acceleratia absoluta [12] a punctului
Q in sistemul de referinta fix {R} [12].
Cu notatiile ce au fost introduse, campul vitezelor si acceleratiilor este descris de
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v—v, =RRT(r—r,)
- (3.3)
a—a, =RR"(r—r,)
In ecuatia (3.3)
a=v=rF (3.4)
Tensorul vitezei respectiv tensorul acceleratiei sunt dati de:
@, = RRT
1= RR (3.5)
@, = RR
Tensorul
D, = ® € S04 (3.6)
este tensorul antisimetric asociat vitezei unghiulare instantanee w € V5.
Tensorul
b, =®*+¢E (3.7)
in care € = w este acceleratia unghiulara instantanee a corpului solid rigid [21].
3.2 Campul vectorial al vitezelor
Céampul vitezei in miscarea corpului solid rigid este descris de [10]:
v—vy=®,(r—ry) (3.8)
Viteza unghiulara instantanee w a corpului solid rigid poate fi determinata ca:
w = vect P, (3.9

O proprietatea majora care poate fi evidentiata este ca viteza unui punct dat al corpului solid rigid
poate fi calculatd cand se cunoaste tensorul vitezei @ si invariantul vectorial al vitezei a;:

vV = a1 + <P11‘ (310)
campul vitezelor se scrie si sub forma [47]:

V=Vy+wXr (3.11)
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4. STUDIUL ACCELERATIILOR DE ORDIN SUPERIOR iN MISCAREA RIGIDA
In acest capitol se extinde cateva din consideratiile precedente citre cazul acceleratiilor de
ordin superior n.

4.1 Studiul acceleratiilor de ordin superior

4.1.1 Formularea cu grupul Lie a matricelor omogene

Avand setul de interdependente afine g:V; — V3, g(u) = Ru+t, in care R este un tensor
ortogonal din SO5 (grupul Lie al tensorilor proprii ortogonali euclidieni reali de ordinul al doilea) si
t un vector din V5, este un grup de compozitie si se numeste grupul izometricelor afine sau grupul
Lie de deplasari a corpului rigid si se noteaza SEz(grupul Lie al deplasarilor corpului solid rigid).
Orice miscare finita a corpului solid rigid poate fi descrisd prin astfel de interdependenta. tensorul R
modeleaza rotatia corpului solid rigid, iar, vectorul t translatia sa. O interdependentd afina din SE;
poate fi reprezentata prin o matrice omogena patrata 4 X 4 precum [10]:

N 4.1

&= lo 1
Ecuatia vectoriala parametrica a miscarii corpului solid rigid poate fi rescrisd cu ajutorul functie

matriciale omogene SEX dupi cum urmeazi:

r _ R I‘Q l"’
hl=lo FI @2)
Diferentiind ecuatia (4.2) in raport cu timpul obtinem
S1=15 ][] =[5 =[5 [ 43)
0 1 1 '
facand calculele pentru n = 1 obtinem:
r_ [P, a|[r
[0] - [ 0 o] [1] (4.4)
Din ecuatia (4.2), prin diferentierea de n ori in raport cu timpul ne rezulta:
/ (n)
[a[”]] _ [R(”) rQ] [r] _ lR(”) r,' l [RT —RTrQ] [r] @5)
0 o oll1 o ollo 1 11
facand calculele si considerand ecuatiile (3.4) si (3.5) obtinem:
(n] &b, a,[r
a _ n n *
[0]_[0 O]thEN (4.6)

Ecuatia (4.6) reprezintd o formd unificatd de descriere a hiper-starii de ordin n in miscarea
corpului solid rigid. Matricea:

4.1.2 Formularea cu grupul Lie al tensorilor duali
Avand miscarea corpului rigid data de urmatoarea ecuatie parametricd in fiecare sistem de
referinta [12] [10]:
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{ r=r(t) eV, @7)

R = R(t) € SO,

in care t € [ € R este variabila timp. Vom presupune cad functiile din ecuatiile (4.7) sunt infinit
diferentiabile 1n raport cu variabilat € I € R.
Tensorul ortogonal dual care descrie miscarea corpului solid rigid, R € SOX, este:

R=(1+¢F)R (4.8)

Tensorul ortogonal dual R transporta vectorii duali din sistemul de referinta al corpului in sistemul
de referinta spatial cu conservarea unghiurilor duale si orientarea relativa a liniilor care corespunde
vectorilor duali a si b. De asemenea, |B g| = | g|, Va € V.

Viteza unghiulard duald pentru miscarea corpului rigid (4.8) este data de:

o = vect(RR") (4.9)

4.1.3 Formularea cu grupul Lie al tensorilor si quaternionilor multi-duali
In acest capitol se vor introduce principalele elemente ce definesc algebra multi-duala. Algebra
multi-duald este introdusa prin numerele multi-duale, functia multi-duala, vectorii multi-duali,
tensorii multi-duali si respectiv transformarea multi-duala [6], [27], [33], [48].

Numerele multi-duale

Fie R un set de numere reale si un numar natural n € N. Un set de numere multi-duale este
introdus de [36].

R =R+ eR+...+e™R; e # 0,1 =0 (4.10)

Doua elemente generice X,y € R vor avea urmdtoarea forma:

X=x+xe+...+x,e%x,x, ER k=1,n, 4.11)

y=y+yet . tmehy e ERk=1n (4.12)

Vom nota prin x = ReX partea reald si prin MuxX = Yp_, x;.&* partea multi-duald a numarului

) . ) ) d — ) . )
multi-dual X. Respectiv vom nota prin x;, = d_jc ; k = 1,n, componentul de ordinal k al numarului

multi-dual ¥ din relatia (4.11)

Functia multi-duala
Fie f:1 € R - R, f = f(x) o functie reala derivabila de n ori. Vom defini functia multi-duala

f a variabilei multi-duale % prin ecuatia [33]:
n Ak
f@R) =)+ Z Ef(k) (), (4.13)
k=1
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unde notim cu A= £ — x = Y p_; x,€¥, partea multi-duali a variabilei X.
Datoritd formulei multinomiale:

k!
D S i LA (4.14)

k1+k2+"'+kn=k

siAP=0,p = n+ 1, Ec. (4.13) devine:

n
f®=rFfkx+ Z 0 (x,%1, X5, oo, X3 ) EX, (4.15)
k=1
unde functiile cu variabile reale ¢ au urmatoarea forma:
P = guf () + Gof " () + - + gi f P (), (4.16)
unde gy, k = 1,n sunt functiile omogene de gradul k cu variabile: x4, x5, ..., X.
In ecuatia (4.15), vom nota ¢, = d;:f); k=1n.

Vectori multi-duali
Setul de vectori multi-duali este introdus prin [9]:

Vs =Vy +eV;+ -+ &"W3 e # 0,1 = 0. 4.17)
Doi vectori generici din V5 vor fi scrisi dupd cum urmeaza:
d=a+a;e+ --+a,etaa, €V, (4.18)
b=b+b,e+--+b,e"b,b, € V,. (4.19)
Tensori multi-duali
O aplicatie liniara-R a lui V5 in V5 se numeste tensor Euclidian multi-dual [33]:
T(A191 + A29;) = L T(91) + A,T(9,); VAL, A, € R; V9,0, € Vs, (4.20)
Considerand grupul Lie al tensorilor Euclidieni multi-duali ortogonali SO definit prin:
S0; = {R € L(V3,V;); RR" =T, detR = 1}. 4.21)
Se poate arata ca pentru orice tensor multi-dual ortogonal urmatoarea reprezentare are loc:
R =1+sinau + (1 — cos@)uz. (4.22)

In ecuatia (4.22) @ este unghiul multi-dual, Re& € [0,27), si U este versorul multi-dual, i -
u=1

Quaternioni multi-duali
Considerandu-se suma directd a modulelor R ale lui R si V3, notatd prin Q = R@V;. Un element
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generic al lui Q este scris formal astfel [49]:
G=§4+4 GeRqgeV, (4.23)
Produsul a doud elemente §, = §; + G4 si G, = G, + q este definit de catre:

9.9, = (G132, — 41" q2) + (4192 + 329, + @1 X G3) (4.24)

Transformare diferentiala multi-duala
Aceasta sectiune introduce o transformare care asociaza o functie hiper-complexa a unei variabile
reale cu o functie reala a unei variabile reale. Aceasta transformare permite determinarea simultana a
campurilor vectoriale de acceleratie de ordin superior pentru o anumita miscare a corpului solid rigid
[33], [27].
Daca consideram f: 1 € R = R, f = f(t), o functie reala a variabilei timp reale, de n € N ori

derivabild. Acestei functii i se va asocia functia multi-duali a variabilei reale f dati de ecuatia:
o . en
f=f+ef+---+mf(”). (4.25)
Demonstratia 4.1. Se folosesc proprietatile algebrei multi-duale si relatia de mai jos:
f =ef, (4.26)
unde e? =1+ eD + --- + % D*cu = % operatorul de derivare 1n raport cu timpul.

Cinematica de ordin superior utilizand transformarea multi-duala
Daca consideram o miscare rigida datd print-o curba din grupul Lie a deplasarilor solid rigide

SE5, descrisd de matricea omogena g = [I; 11'] in care R € SO5 este un tensor ortogonal propriu

[12], [34], R = R(t) , si vectorul r = r(t) fiind functia vectoriala a unei variabile de timp. Precum
se descrie in [33], [35], cAmpul hiper-starii este dat prin matricea:

v = [q(’)" a:)n , (4.27)

@, si a, au forma:
@, = R™WRT, (4.28)
a,=r™—ao,r. (4.29)

Acceleratia de ordinul n pentru un punct al corpului solid rigid dat prin vectorul pozitiei r,

- A . . n . .
notatd in continuare prin a,[ I se poate determina prin:

al =a, + ®d,r;n €N. (4.30)

In continuare, va fi descrisd o metoda non-iterativd ce permite obtinerea campului de
acceleratie de ordin superior utilizand transformata diferentiala multi-duala.
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Deci, pentru R = R(t) € SO; sir =r(t) € V3;Vt € I C R, poate fi definit:

_ . R™
R=e®PR=R+Re+ -+ kel (4.31)
rm
F SDr=r+1"£+---+Te",nEN* (4.32)

Daca R = R(a,w) unde unghiul a si vectorul unitar W sunt invariantii naturali a lui R, o relatie
similara formulei lui Rodrigues are loc [49]:

R=I+sindtu+ (1—cosd)u?, (4.33)
unde
a™
a=a+ac+- +—€ (4.34)
u™
U=u+ie+-+—-e (4.35)

4.1.4 Formularea cu grupul Lie al tensorilor si quaternionilor hiper-multi-duali
Fie multimea numerelor duale

R=R+¢gR; e # 0,62 =0, (4.36)

si un numar natural n € N. Multimea numerelor hiper-multi-duale (HMD) este introdusi de: R =
R+ eR + - e"R; € # 0,e™"* = 0. In cazul in care n = 1, ne rezulti numerele hiper-duale. Doua
elemente generice £,9 € R vor fi scrise precum:

E=x+xe+ +x,65x, €ER K

(4.37)

Il
-
s

J=yt+tye++mesy €ERk=1n (4.38)

Prin x = DuX si Muf = Y7_; x,£¥ sau notat partile duale si respectiv cele multi-duale a
numarului HMD X. Prin x; = ;—i; k = 1,n sanotat componenta duald de ordin k a numarului
HMD %X, avem R = R + gR.

Fie f:1 € R - R, f = f(x), o functie duala diferentiabild de

n ori. Functia HMD f a variabilei HMD £ este definita prin ecuatia:

f(&)= f(x)+Z(Ax) £00(x). (4.39)

In care sa notat prin AR: AZ = £ — x = Y1_, x,e¥, cu (AZ)P =0; p = n + 1.
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Un set de quaternioni HMD poate fi definit ca un produs direct al modulului de numere HMD si
al modulului unui set de vectori HMD: @ = R @ V3. Un quaternion HMD generic este o pereche

formata dintr-o marime scalara HMD si un vector HMD [49]:

a-(2a).3cRael, (4.40)

[2)

Setul de quaternioni HMD @ este un modul R de rang patru, considerand adunarea si operatiile
de inmultire a quaternionilor HMD cu numerele HMD.

Produsul a doi quaternioni HMD @, = (61‘1, ﬁl) sig, = (61‘2, ﬁz) sunt definiti de catre:
4.q; = (@1 G201 T2 G192+ 421 + G5 X gz) (4.41)

Conform ecuatiei (4.41), modulul R al lui @ este o algebra duald liniard asociativi,
necomutativi, de ordinul patru, peste inelul numerelor HMD R. in cazul oricirui quaternion HMD
2
dat prin Ecuatia (4.40), se defineste: conjugatul notat §* = (61‘, —ij) si norma notata |ii| = qq". Daca
2
|’d| = 1, quaternionul HMD este numit quaternion HMD unitar.

Numarul HMD & si vectorul HMD unitar U exista asa incat:

a a a
q = cos > + gsin§ = exp (E g), (4.42)

unde & si U sunt invarianti HMD naturali ai miscarii corpului solid rigid [49].

Transformarea diferentiala multi-duala si cinematica de ordin superior prin quaternioni HMD.

Calculele sunt considerabil simplificate considerand parametrizarea miscarii corpului solid
rigid prin functia in raport cu timpul a quaternionului dual: q = q(t) € U,Vt € I € R:

q= exp(%g g)=cos§g + gsin%g. (4.43)

Fie q cuaternionul HMD unitar obtinut prin transformarea diferentiald data de ecuatia (4.43)
si Error! Reference source not found. [49]:

1

q= eng: coszg+§sinég (4.44)
si quaternionul HMD unitar:
?=1q. (4.45)
In cazul miscirii rigide elicoidale (U = u), rezulti:
9=qq =exp [% Ad u] = COS[%AQ] + gsin[% Ad). (4.46)

Conform ecuatiei (4.46), quaternionul HMD unitar ¢ are forma:
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~

A

= 9+ &Py (4.47)

In ecuatia (4.47), @ si @, sunt quaternioni MD [49].
Decompozitia unica pentru rezultatul quaternionului unitar HMD este:

1
o=(1+2054)9, (4.48)
D = 0(9), (4.49)

unde @: U - SO5 este un homomorfism, similar cu cel din Error! Reference source not found..

Conform ecuatiei (4.48) rezulta:

a= zdigo(a) ' = 2p09" (4.50)

Formula produsului exponential quaternionic pentru cinematica de ordin superior a lanturilor
cinematice de perechi inferioare.

Fie un lant cinematic spatial serial de perechi inferioare, format din (m+1) corpuri rigide Cy, k =

0, m. Miscarea corpului solid rigid C in raport cu reperul atasat corpului Cj,_; este dati prin
quaternionul dual unitar ¥~1q,, k = 1, m (Fig.3). Proprietitile miscirii relative ale corpului solid

rigid Cy, k = 1,m,, in raport cu reperul atasat corpului rigid €y, sunt obtinute prin quaternionul dual
unitar [49].

Q@ ="9:"'q: - “qu. (4.51)
1 0 1 1 1 k-1
9ic = expl5 & Wy Jexp[5 a1 U] ... expl5 T W ]- (4.52)

Pentru corpul terminal al lantului cinematic spatial serial cu perechi inferioare (Error! Reference s
ource not found.), proprietatile miscarii relative fata de sistemul de referinta atasat corpului solid
rigid C, sunt date de quaternionul dual unitar [49].

An="9:'q: " qm, (4.53)
1 1 1
Gm = expl5 @ "W ]exp[5 @ "] .. exp[5 am ™ W] (4.54)

k

Daca vectorii dual unitari ¥~"*u,=const , k = 1,m, lantul cinematic spatial este numit manipulator

spatial general de perechi inferioare. Unghiurile duale a; ,k = 1, m:

ap = ap(t) + gdi(t),t el S R (4.55)
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reprezintd miscarea corpului solid rigid Cj in raport cu reperul atasat corpului solid rigid Cp_4.
Functiile dependente de timp aj ,k = 1,m, trebuie sd fie de n ori derivabile, Vt € I & R. Prin
urmare urmatoarea teorema poate fi demonstrata:

Teorema 4.1. Campurile vectoriale ale acceleratiei de ordin superior ale corpului terminal din
lantul cinematic spatial cu perechi inferioare, date de functia cinematica (4.54), rezulta din formula
produsului exponential al quaternionilor unitari HMD [49]:

1 1 1
B = exp |00 |exp |5 0% | . exp S wnin, (4.56)
u; = uy, (4.57)
W = Adg,_, (“'w) k=2m, (4.58)

unde qy_, este dat de ecuatia (4.53), Wy, k= 1,m, sunt vectori duali unitari care reprezintd
articulatia de rototranslatie k, iar AQy, reprezinta partea HMD a variabilelor HMD din articulatie
& k= T,m.

Hiper-starea corpului terminal, descrisa in reperul atasat corpului C,,, este exprimat prin
quaternionul HMD.

1 1 1
9% = exp [5usag | exp 50806 | . exp [ w6 | (459)

unde versorul dual g’g Jk=1m:
U = Adpe-ig kg, moig, - (). (4.60)

sunt vectori duali unitari care reprezinta articulatia de rototranslatie k, calculata in reperul corpului
Cm-

. 1 g 1 9 — . . :
Functiile exp [E u, Ady )], exp [E uf Agk], k= 1,m, nu sunt transcendente ci polinomiale,

considerand ca (Ad,)? = 0;p = n + 1. [49]
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5. STUDIUL ACCELERATIILOR DE ORDIN SUPERIOR A SISTEMELOR MULTI-
CORP
In acest capitol se extinde cateva din consideratiile precedente citre cazul acceleratiilor de
ordin superior n.

5.1 Sisteme multi-corp seriale

5.1.1 Formularea de tip Brockett cu matricelor omogene. Cazul lacobienilor seriali
Luand in considerare un lant cinematic de perechi inferioare descris prin interdependenta
cinematica [49]:

g = fm(q@) = exp(°S1q1) exp(1S,q2) ...exp("™ 'S, qm) , m E N, (5.1)

q = [91,92 -, qm] T, cunoscuti si sub denumirea de formuld Brockett.

0, @
Jgﬂl_l

€

‘m—1
Z "7'}‘—"”
g ’2 !
0,
?1
% XP( S2q3)
0
XP( S191)

Figura 5.1. Miscarea relativa a corpului terminal C,,, in raport cu reperul C,.
In ecuatia (5.1), ¥=1S,, k = 1,m, denoti coordonatele vectorilor de rototranslatie a corpului
Cy in sistemul de referintd atasat corpului Cj_q, , i qx, kK = 1,m denoti variabila articulatiei [36],
[33]. Functia reald q; = qx(t),t €1 € R, k = 1,m, se consideri a fi de n ori derivabili.
Utilizdnd transformata multi-duald si proprietatile acesteia, se poate determina simultan,
campurile vectoriale de acceleratie de ordin superior pentru corpul terminal al lantului cinematic dat
de ecuatia cinematica (5.1).

5.1.2 Formularea de tip Brockett cu grupul Lie al tensorilor duali
Daci consideram un sistem spatial din mai multe corpuri m + 1, C,k = 0,m (Error! R
eference source not found.) unde miscarea relativa a corpului rigid Cj in raport cu Cj,_; este data
de tensorul ortogonal dual propriu ¥~* R, € SOX. Proprietitile de miscare relativi ale corpului C,,
in raport cu C, sunt descrise de tensorul ortogonal dual [12]:
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R=°R,-'R;.."'Rp, (5.2)

5.1.3 Formularea de tip Brockett cu grupul Lie al tensorilor multi-duali

Considerand un lant cinematic serial spatial, alcatuit din (n+1) corpuri solid rigide Cy, k = 0,n,
descris prin functia cinematica (formula POE Brockett) [49]:

9 = fm(@) = exp(°S1q;) exp(!S;q,) ...exp("71S,q,) ,n €N, (5.3)

in careq = [qq,qz ..., Qn] 7. Termenul *71S,, k =1,n din ecuatia (5.4), reprezinti vectorii
coordonatelor de rototranslatie ai corpului Cy, analizati in cadrul de referinta al corpului Cp_4, iar
gk = qx(t) t €1 S R, k = 1,n, reprezinti variabila din articulatie, de dou ori derivabila.

Aplicand transformata diferentiald multiduali relatiei (5.3) si tinand cont ci ¥~1S,, = const, k = 1,n,
rezulta [49]:

5.1.4 Formularea de tip Brockett cu grupul Lie al tensorilor hiper-multi-duali
Miscarea unui corp solid rigid este data de o curba de parametrizare temporala in grupul Lie
al tensorului dual ortogonal SQ;. Astfel, pentru R = R(t) € SO;,Vt € I € R, tensorul dual
ortogonal, diferentiabil de n ori, poate fi definit prin tensorul HMD [4]:

(5.4)

[ =
I
aQ

M
]
=
I
=
+
=
M
+
+
I
(45)
=1

DaciR =R (g, g), unde unghiul dual « si vectorul dual unitar u sunt invariantii naturali pentru

R, urmatoarea formula de formd Rodrigues are loc [28]:

R =1+ (sin@)ui + (1 — cosd)u* = exp(a U), (5.5)
unde:
a™
Qzeng=g+g’e+m+_n—'s”, (5.6)
u™
Ezesmg=g+ge+---+_n—'e". (5.7)

P =RR" = (I+¢3)®, (5.8)

corespunzitor izomorfismului matricei multi-duale omogene ¥ = gg=! = [?; f], care surprinde

in totalitate informatiile acceleratiilor de ordinul k = 1,n:

- )
c1>=l+d>1e+---+n—"‘en, (5.9)
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a2 2 an

A — _4 _n.n
a=a;e+ 28 ...+n!s . (5.10)
Vectorul multi-dual:
a[n]
a 2r+eal .4 Trl' en, (5.11)

aE"] reprezinta acceleratia de ordinul n calculatd cu Ecuatia (4.30). Din Ecuatia (4.30) si ecuatiile

(5.9)-(5.11) rezulta o ecuatie concisa [49]:
i, = A+ Pdr,re Vv, (5.12)
Ecuatia (5.9) reprezinta o reprezentare multi-duald a campului vectorial al cinematicii de ordin

superior [49].
Daca u = const (U = u) obtinem:

a3

= RR" = exp(@ 1) exp(—a &) = exp[(Ad) T]. (5.13)
Din (5.13) rezulta:
P =1+ (sinAd)u + (1 — cosAZ)u>. (5.14)

Miscarea corpului terminal C,,, n raport cu reperul atasat corpului C; este descrisa prin
tensorul dual ortogonal [49]:

R="°R'R,.."'Rp, (5.15)
R = exp(a;°U;)exp(a,'Uy) ...exp(a, ™"

). (5.16)

Daci versorii duali ¥~ tu,=const, k = 1,m, lantul cinematic spatial este denumit manipulator
spatial general de perechi inferioare. Unghiurile duale a; , k = 1, m:

ap = ap(t) + gdi(t),t el S R (5.17)

descrie miscarea relativa a corpului solid rigid Cj, in raport cu reperul atasat corpului solid rigid
Cy—_1. Legatura dintre corpurile solid rigide Cj si Cj_ este o articulatie cilindrica generala C.

Functiile in raport cu timpul a;, , k = 1, m, trebuie sa fie n ori derivabile, Vt € I S R. [49]
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6. APLICATII iIN CAZUL ROBOTILOR SERIALI SI PARALELI

6.1 Calculul derivatelor de ordinul 1, 2 si 3 a matricei Jacobiene folosind algebra multi-
duala pentru un robot 2R

Controlul exact al corpului terminal al robotului este necesar n robotica moderna pentru a
obtine o precizie buna. Cinematica manipulatorului in serie stabileste legatura cruciald intre
variabilele din articulatii Tn coordonatele spatiului articulatiilor si configuratia corpului final in
coordonatele spatiului de lucru. Cand diferentiem direct functia cinematicd, obtinem o matrice
Jacobiana. Matricea Jacobiand, notata cu J, codifica sensibilitatea miscarii corpului final in raport cu
modificarile variabilelor din articulatii, ne permite sa determinam modul in care modificarile vitezelor
din articulatii afecteaza miscarea corpului final [30]. Pentru a obtine o urmarire precisa a traiectoriei,
este esential sa se calculeze derivatele matricei Jacobiene de ordin superior. In aceasta sectiune sunt
prezentate derivatele de ordinul 1, 2 si 3 a matricei Jacobiene in software-ul Maple folosind algebra
multi-duald. Se va considera urmatorul Jacobian al robotului format din 2 corpuri seriale [48]:

_ (—L2 sin[6; + 6,] — Ly sin[6;] —L, sin[6; + 92]) (6.1)

L, cos[6; + 6,] — L, cos[6#;] L,cos[6; + 6,]

Folosind functia sinus si cosinus multiduala si rearanjarea expresiei in functie de ordinul ¢, se
obtine reprezentarea multi-duald a matricei Jacobiene. Forma multi-duald ne permite sa exprimam nu
numai derivatele de ordinul intai (viteza), ci si derivatele de ordin superior (acceleratie, acceleratia
de ordinul 2, etc.), urmatoarele ecuatii surprind derivatele de ordin superior ale Jacobianului, oferind
o intelegere cuprinzatoare a cinematicii robotului [29].

Utilizand algebra multiduala, obtinem valoarea exacta a [29]:
e Jacobianului (tofi terminii fara €):

—L2 Sin[@l + 92] - Ll Sin[@l] _LZ Sin[91 + 02]
J= (6.2)
L, cos[6; + 6,] — L, cos[6;] L,cos[6; + 6,]
e Prima derivata a Jacobianului (tofi termenii cu € ):
. (L (91 + 92) cos[6; + 6,] — L,6; cos[6,] —Lz(él + 92) cos[B, + 0,] 63)
"~ \=Ly(6; + ;) sin[0; + 6,] + L6, sin[6;]  —L, (6, + 6,) sin[6; + 6,] '

e A doua derivati a Jacobianului (tofi termenii cu £2):

J= (;.11 ]..12) (6.4)
21 ]22
Jax = Ly (65 + 6,)° sin[6; + 6,1 — Ly(6; + 8,) cos[6; + 6]

N ) (6.5)
—L,(0; cos[B;] — 6% sin[6,])

Jaz = Ly (61 + 6,)° sin[6; + 6,] — Ly (6, + 8,) cos[6; + 6,] (6.6)
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Ja1 = =Ly(61 + 6,)" cos[6; + 6] — L,(6; + 6,) sin[6; + 6,] (6.7)
+L, (0, sin[0;] + 62 cos[6,])

Joz = —La (61 + 6,)" cos[6; + 8,] — L, (6, + 6,) sin[6; + 6,] (6.8)

e A treia derivati a Jacobianului (fofi termenii cu £3)

J= G%l f?2> (6.9)
21 ]22
Ji = {L1(63 — 6)) + L,(67 + 3620, + 30,02 + 63 — 0, — 0,) cos[6,]
+3L, (6,0, + 6,6, + 6,0, + 0,0, ) sin[6,]} cos[6;]

- . o S . 6.10
+{3L,6,0, — L,(67 + 3670, + 30,07 + 63 — 0, — ;) sin[6,] (6.10)
+3L, (6,6, + 6,0, + 6,6, + ézéz) cos[@z]} sin[6 ]
£3L,(626, + 626, + 61,6, + 6,6,) sin[0, + 0,] |
Jor ={L1(—03 + 01) + L,(63 + 3620, + 30,03 + 03 — 0, — 0,) cos[6,]
+3L2(6161 + 9152 + 9.19.2 + 9292) Sin[ez]} Sin[91] (6 12)
{31,608, + Ly(6F + 3020, + 36,63 + 63 — B, — B,) sinl6,] ‘
_3L2 (9191 + 9152 + éléz + 9292) COS[Bz]} COS[Ql]

6.2 Calculul cimpului vitezei, acceleratiei, si acceleratiei de ordinul 3 pentru un
manipulator general de tip 2C cu 4 grade de libertate
In aceasti sectiune urmeazi analiza unui caz particular de miscare pentru un manipulator
general de tip 2C cu 4 grade de libertate, in cAmpul acceleratiilor de ordin superior, utilizand
quaternioni multi-duali unitari [49].

Figura 6.1. Miscarea relativa a corpului terminal C, fata de sistemul de referinta C,
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Se va calcula simbolic quaternionul HMD unitar @, pentru m=2, n=3:

1 1
P = exp [E H1Aé1] exp [E EzAéz] )

(6.14)

in care functiile de n ori derivabile pentru unghiurile duale a; = a;(t), a, = a,(t) si vectorii

duali unitari ®uy, 'u, sunt mdrimi cunoscute.

Pentru determinarea completa a campurilor de hiper-stare, sa calculat quaternionul multi-dual:

P =1+@e+@e” + @;¢°

unde @4, @,, @3 sunt quaternioni reali si sunt dati de:

1. 1.
P, = §“1u1 + E“zuz
1 .2 .2 . . .o . . .
P, = ~3 [(af + a5 + 2a,a5uy - uy) — (2duq + 28U, + 2d,d,u; X Uy)]
i g o
Q3 = _§ [dy b + dpdl; + (10, + didp)ug - uy] — E [(4d; — a7 — 3d,d3)uy

1
+ (4, — &3 — 3did,)uy] + 3 (a1, + dqaz)u; X uy

si vectorul multi-dual [4]:

in care a;, a,, a3 sunt vectori reali:
a1 = d1u1 + alu:(l) + dz“z + azug

d, = d1u1 + alu(l) + d2u2 + azug + 2d1d2u1 X u, + Zdldzul X ug + a%ul X ug
+ @3u, X ud

a; = [dy + 3(d?dyu, - uy + d?dyuy - ud)|uy + [dy — 3(d2d; — dyd2uy - ud)u,
+ (b — a)ul + [d, — a3 — 3(dfd, + didFu; - up)]u)
+3(dydy + dydy)ug X uy + 3(dyd, + dydz)uy X ud
+ 3ad,d,u; X u? + 3d,d,u, X ud

(6.15)

(6.16)

(6.17)

(6.18)

(6.19)

(6.20)

(6.21)

(6.22)
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7. CONCLUZII SI LUCRARI VIITOARE

Analiza cinematicii rigide realizatd in aceasta lucrare a urmarit sa construiasca un cadru unitar
pentru descrierea miscarilor si a acceleratiilor de ordin superior, cu aplicabilitate directd in robotica
si In sistemele multi-corp.

Pornind de la fundamentele teoretice, sa constatat ca reprezentarile clasice prin matrici de rotatie,
desi complete, sunt redundante si sensibile numeric, iar parametrizarile minimale, precum unghiurile
Euler sau vectorii Rodrigues, sunt limitate de singularititi. In acest context, quaternionii Hamiltonieni
oferd o descriere globala, stabila si coordonat-invarianta a rotatiilor, constituind baza formalismului
ulterior. Extinderea catre quaternionii duali a permis integrarea rotatiei si translatiei Intr-un singur
obiect formal, reducind redundanta si oferind o compunere naturala a deplasarilor rigide.

Analiza campurilor de viteza si acceleratie a aratat ca acestea pot fi exprimate prin tensori asociati
miscarii §i prin vectori invarianti, ceea ce confirma cd viteza si acceleratia unui punct nu depind de
alegerea lui, ci de campul global al miscarii. Identificarea polului acceleratiilor a oferit un instrument
pentru intelegerea distributiei campului de acceleratie si pentru localizarea zonelor de stabilitate.
Formularile coordonat-invariante s-au dovedit mai robuste decat cele bazate pe parametrizari locale,
evitand singularitatile si ambiguitatile.

Extinderea catre acceleratiile de ordin superior a evidentiat ca utilizarea exclusiva a vitezei si
acceleratiei nu mai este suficienta pentru cerintele actuale de precizie. Metodele numerice clasice, nu
surprind complet comportamentul in decursul miscarii unui lant cinematic serial de corpuri, iar
structurile multi-duale si hiper-multi-duale permit obtinerea directd a campurilor de acceleratii de
ordin superior intr-o forma compacta si coordonat-invarianta. Aceasta abordare reduce complexitatea
calculului si ofera un instrument eficient pentru analiza cinematica exacta.

Aplicarea formalismului la sisteme multi-corp seriale a aratat ca derivatele in raport cu timpul de
ordin superior se propagd natural de la o legaturd la alta, confirmand cd miscarea corpului terminal
dintr-un lant cinematic serial poate fi descrisd unitar prin propagarea informatiei locale.
Compatibilitatea formularilor de tip Brockett cu structurile multi-duale a asigurat coerenta intre
descrierea locala si rezultatul global. Integrarea acceleratiilor de ordin superior in formularilor de tip
Brockett permite obtinerea unor traiectorii mai fluide si mai predictibile.

Evaluarea relevantei practice a aratat ca utilizarea acceleratiilor de ordin superior utilizand
metode clasice implicd un consum ridicat de resurse hardware, ceea ce limiteaza aplicarea directd in
sisteme complexe. Totusi, structurile multi-duale reduc semnificativ volumul de calcul, reunind intr-
un singur obiect informatia despre pozitie, viteza si acceleratii de ordin superior.

Directiile viitoare de cercetare identificate includ:

- Integrarea dinamicii, inclusiv a fortelor si momentelor, in acelasi cadru multi dual, ceea ce ar
permite o descriere completi a miscirii si a interactiunilor. In prezent, formalismul trateaza
cinematicd de ordin superior, dar nu include explicit efectele dinamice. Extinderea catre dinamica
reprezinta un pas necesar pentru aplicarea practica in controlul avansat al robotilor, aceasta ar insemna
formularea unor structuri care sd includa atat acceleratiile de ordin superior, cat si efectele dinamice
asociate, reducand separarea artificiala dintre cinematica si dinamica.

- Dezvoltarea unor algoritmi optimizati, capabili sa valorifice avantajele formalismului si sa
functioneze 1n timp real. Aceasta presupune identificarea unor metode de reducere a redundantelor,
implementarea unor scheme de verificare automata si utilizarea unor tehnici de aproximare controlata
prin metode dedicate de interpolare, care sd mentind precizia fara a suprasolicita resursele.

- Integrarea cu algoritmi de Invatare automata, care pot anticipa comportamentul cinematic si
ajusta traiectoriile n timp real. Aceastd asociere ar permite dezvoltarea unor sisteme de control mai
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robuste si mai adaptabile, capabile si reactioneze la variatii neprevizute. In practica, aceasta ar
insemna utilizarea retelelor neuronale sau a algoritmilor de optimizare pentru a completa formalismul
matematic cu capacitati predictive si adaptive.

- Formalismul matematic utilizat poate fi extins dincolo de robotica, catre domenii emergente
precum simularea materialelor avansate sau controlul sistemelor cuantice. In simularea materialelor,
derivatele de ordin superior pot fi utilizate pentru descrierea comportamentului microscopic, iar in
controlul sistemelor cuantice, structurile multi-duale pot fi adaptate pentru a reprezenta stari si
evolutii complexe. Directia viitoare constd n explorarea acestor aplicatii interdisciplinare, care pot
valorifica avantajele formalismului intr-un mod inovator.

Aceste directii confirma ca formalismul matematic utilizat dat de algebra multi-duala si hiper-
multi-duald, poate fi adaptat si extins pentru a raspunde cerintelor emergente din roboticd si din
analiza sistemelor multi-corp, precum si in oarecare domeniu adiacent in care derivatele de ordin
superior reprezinta o necesitate.
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